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tiBER DIE LijSUNG DER W;iRMELEITUNGSGLEICHUNG 

FtJR DEN AUSSENRAUM EINES ZYLINDERS MIT 

KRETSFijRMIGEM QUERSCHNITT 

ERICH MUNDRY 

Niederslchsisches Landesamt fiir Bodenforschung, Hannover 

(Eingegangen 26. Juli 1965) 

Zusammenfassung-Es werden einige Ergebnisse iiber die Liisung der Wlrmeleitungsgleichung fiir 
den Aussenraum eines Zylinders unter der Voraussetzung der Zylindersymmetrie mitgeteilt. Fiir den 
Fall zeitlich konstanter sowie periodisch veranderlicher Gastemperatur im Zylinder werden einige 
Diagramme berechnet. Die Temperaturverteilung in axialer Richtung kann nlherungsweise bestimmt 
werden. Die Ergebnisse lassen sich auf den Halbraum mit linear ansteigender Wlrmeleitzahl anwenden. 

1. EINJ.,EITUNG 

BEI EINIGEN technischen Aufgaben ist die Liisung 
der Wtirmeleitungsgleichung fiir den Aussen- 
raum eines von Gas durchstrbmten Zylinders 
mit kreisfijrmigem Querschnitt unter Beriick- 
sichtigung einer W&meiibergangszahl gesucht. 
Vor allem fir den Bergbau ist die Kenntnis 
dieser Liisung zur Bestimmung des Temperatur- 
feldes in der Umgebung bewetterter Strecken 
und Schtichte von Bedeutung. So stellt u. a. 
KGnig [I] in einer ausfiihrlichen Arbeit die 
Anwendung bestimmter Lijsungen der W&me- 
leitungsgleichung auf bewetterungstechnische 
Probleme des Bergbaus dar. 

Verschiedene Untersuchungen haben ergeben, 
dass ausserhalb des Zylinders der axiale im Verg- 
leich zum radialen Wtirmestrom vernachlbsigt 
werden kann. 1st das den Zylinder umgebende 
Medium beziiglich der Wtirmeleitung homogen 
und isotrop, dann l&St sich die Temperatur 9 
unter der Voraussetzung der Zylindersymmetrie 
aus der W%rmeleitungsgleichung 

bestimmen, wobei t die Zeit, r den radialen 
Abstand von der Zylinderachse, R den Zylinder- 
radius und a die Temperaturleitzahl des unend- 
lich ausgedehnten Mediums bedeutet, Die 

Liisung der Gleichung (1) muss im betrachteten 
Gebiet beschrgnkt sein, es sol1 gelten: 

9+ 80 fiir r--f co. (2) 

Wird ein Abkiihlungsvorgang betrachtet und 
der WSirmeiibergang in das Gas durch eine 
konstante WSirmeiibergangszahl a beschrieben, 
dann gilt an der Zylinderwand die Randbedin- 

gung 

hg = ~(8 - 0) fiir r = R. (3) 

Hierbei bedeutet 0 die iiber den gesamten Quer- 
schnitt konstante Gastemperatur, X die W&ne- 
leitzahl des Mediums. Zur Lijsung von (1) ist 
noch eine Anfangsbedingung erforderlich. 

2. ZEITLICH KONSTANTE GASTEMPERATUR 

1st im Zeitpunkt t = 0 die Temperatur 
iiberall konstant : 

6 = $0 fiir t = 0 (4) 

und nimmt in diesem Zeitpunkt die Gas- 
temperatur den konstanten Wert 00 an: 

0 = C&J fiir t > 0, (9 

dann kann die entstehende Temperaturverteilung 
auf einfache Weise mit Hilfe der Laplacetrans- 
formation berechnet werden, wie Jaeger [2] und 
Kremnjev [3] gezeigt haben. 
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Fiir den Fall unendlich grosser Warme- Hierbei bedeuten JO, NO bzw. Ji, Ni die Bessel- 
iibergangszahl, d.h. fiir die Randbedingung und Neumannfunktion nullter bzw. erster 

8 = 00 fiir Y = R, t > 0 Ordnung. 

gibt Jaeger [4] numerische Werte an. Ftir den 
allgemeinen Fall hat u.a. Jessop [5] den auftre- 
tenden Warmestrom berechnet. 

Zur Vereinfachung empfiehlt sich die Ein- 
fiihrung der dimensionslosen Gri%sen 

(6) 

Der Integrand in (10) wachst fiir x+ 0 
unbeschrtinkt. Urn das Integral numerisch 
auswerten zu kbnnen, ist deshalb eine solche 
Aufteilung des Intervalls (0, co) in die Intervalle 
(0, x,), (xu, x0) und (x0, co) zweckmassig, dass 
in (0, x,) der Integrand durch eine elementar 
integrierbare Funktion approximiert werden 
kann und das iiber (x0, co) erstreckte Integral 
im Rahmen der erforderlichen Genauigkeit 
vernachhissigt werden kann. Werden in der 
Reihendarstellung von JO, NO, x , Jl, x . NI 
sowie exp [- x%] quadratische und hahere 
Glieder in x vernachlassigt, dann ergibt sich fiir 
das erste Tntegral naherungsweise 

a 
r=E2t, u=;R. 

Wird die Laplacetransformierte 

I?@, p) = 3 X(T, p) . e--p’ dT 
0 

benutzt, dann liefert die Warmeleitungsglei- 
chung (1) zusammen mit der Anfangsbedingung 
(4) die Besselsche Differentialgleichung 

von deren LGsungen die Hankelfunktion nullter 
Ordnung Hil)(iPz/p) die Bedingung (2) erfiit. 
Die noch fehlende multiplikative Funktion wird 
aus der aus (3) und (5) folgenden Bedingung 

dz --++ i-2 
dp ( 1 =0 fiir p=l (8) 

ermittelt. Es ergibt sich dann ftir die Liisung im 
Unterbereich der Laplace transformierten 

Unter Benutzung des Umkehrintegrals der 
Laplacetransformation folgt daraus die gesuchte 
Lijsung 

X(‘, p; 0) = 1 - 
2m J ds 
7l 

mit 

U= 

v- 

w= 

0 

Jo(x) + ;Jl(x) 

No(x) + ; N(x) 

No(px) . u - Jo(px) * v 

= -$I + alogp). c + arctanq), (11) 

wobei C = 05772 die Euler-Mascheronische 
Konstante und 

bedeutet. Die G&se xu llsst sich durch AbschSit- 
zung der vernachlassigten quadratischen Glieder 
gewinnen, wodurch sich die Bedingungen 
~2x2, = const. und 7x2, = const. ergeben. Ftir 
grosse Argumente x wird der Integrand von 
(10) wesentlich durch den Exponentialfaktor 
beeinflusst, so dass sich zur Bestimmung der 
Grenze x0 eine Beziehung der Form TX: = const. 
eignet. Ftir grosse Entfernungen p kann die 
Auswertung durch Einftihrung einer neuen 
Tntegrationsvariablen E = x . p in (10) erleich- 
tert werden. 

In Abb. 1 ist das Ergebnis ftir die Nusseltzahl 
(I = 5 dargestellt. Die Berechnung des verblie- 
benen Integrals mit den Grenzen xu und x0 
erfolgte mit Hilfe der Gaussschen Integrations- 
formel fiir fiinf Stiitzwerte. Dabei erwiesen sich 
die Grenzen 
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ABB. 1. Temperaturverteihmg hei konstanter Gastemperatur in Abhiingigkeit von p und T fiir 0 = 5. 

198 
x0 = - 

1/T 
in den meisten Fallen als geeignet. Die Rech- 
nungen wurden mit einer IBM 1620-Rechenan- 
lage durchgeftihrt, wobei ftir Argumentwerte 
grosser als 8 asymptotische Ausdrticke ftir die 
Zylinderfunktionen benutzt wurden [6]. 

1st die Gastemperatur zeitlich veranderlich, 
dann hisst sich die dann auftretende relative 
Temperatur xb nach dem Prinzip von Duhamel 
aus der Losung (10) berechnen. Stellt 

mit 80 = e(O) die relative Gastemperatur dar, 
dann ist 

Xb=X(T,P;d + 
‘W) 

s I -dr 7-t 
0 

. x(~ - t, p; u)dt. (12) 

Wird die Klihlung durch den Gasstrom einge- 
stellt, dann kann der Warmeausgleich ntiherungs- 
weise aus der Punktquellenlosung der WPrme- 
leitungsgleichung in Zylinderkoordinaten berech- 
net werden. Die erreichte Temperaturverteilung 
x*(p) wird als Anfangstemperatur fur den 
einsetzenden Ausgleichsvorgang angesehen. Die 
relative Temperatur x’ ergibt sich dann aus 
diesem Zylinderschalenmodell zu 

/” . Xb($) . JO 

.exp [--I dp’. (13) 

Diese Formel kann beispielsweise dazu dienen 
die nach dem Einstellen der Sptilung in einer 
Tiefbohrung erforderliche Wartezeit abzuschlt- 
zen, urn den ursprtinglichen thermischen Zustand 
des Gesteins angenahert wieder herzustellen [7]. 

2.1. Nciherungsformeln fiir die Temperatur 
Fiir kleine Zeitwerte 7 bereitet die numerische 

Berechnung von x nach (10) wegen der schlechten 
Konvergenz des uneigentlichen Integrals Schwie- 
rigkeiten. Aus der fur Ip 1 -+ 00 geltenden 
asymptotischen Darstellung der Laplacetrans- 
formierten jj lasst sich eine fur kleine r-Werte 
brauchbare Naherungsformel fur die relative 
Temperatur x ableiten. Unter Verwendung der 
fur grosse Ip 1 geltenden asymptotischen Dar- 
stellung 

w?(P) - J(~p)exP[i(p-~-‘f)] 

ergibt sich aus (9) 
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Dieser Ausdruck stimmt bis auf den Faktor 
p-4 mit der Laplacetransformierten der Liisung 
der Warmeleitungsgleichung fur den Halbraum 
P > 1 mit den entsnrechenden Anfarms- und 
Randbedingungen iiberein. 
die Naherungsformel 

N -!- 
x-+ 

1 - erf 52 
T 1 

Deshalb liefert (15) 

1 
- ~/~exp [u(p - 1) + u2,] 

wobei 
I 

erf x = +; 
s 

exp [ - t2] d[ 

die Fehlerfunktion darst&. Die Formel (16) ist 
fur (2/~/p) < 0,5 brauchbar. 

Sieht man von grossen Entfernungen p ab, 
dann ist die Ausktihlung fiir grosse Zeitwerte 7 
quasistationar, d.h. sie hat die Form der Lijsung 
der Warmeleitungsgleichung fiir einen Hohl- 
zylinder im station&en Fall, auf dessen tiusserer 
Mantelflache die Bedingung x = 0 gilt. Die 
relative Temperatur verhalt sich dann wie log p, 
der aussere Radius ist eine Funktion der 
Variablen 7. Daraus ergibt sich die ftir den 
Bereich 10 < T < 1000, u > 1 verwendbare 
Niiherungsformel 

4.f - log P> 
X" 1 + uf 

(17) 

mit 

f = 0,83 - ‘9 + 0,465 log 7. 

2.2. Halbraum mit linear zunehmender W&me- 
leitzahl 

Die Liisung (10) der Warmeleitungsgleichung 
fiir den Aussenraum eines Zylinders 1Hsst sich 
such zur Berechnung der Temperaturverteilung 
im Halbraum y > 0 mit linear zunehmender 
Warmeleitzahl 

A= ho(l +j$) (13>0) (18) 

fiir dieselben Rand- und Anfangsbedingungen 
benutzen. Stellt a0 die Temperaturleitzahl fiir 
y -+ +0 dar, dann nimmt die Warmeleitungs- 
aleichung fiir diesen inhomonenen Fall die Form 

an. Durch die Transformation 

lasst sich die entsprechende Losung auf die 
Losung (10) des Zylinderproblems zuriickfihren. 

3. PERIODISCHE TEMPERATUR 

Die Temperaturverteilung bei periodischer 
Gastemperatur kann nach dem Prinzip von 
Duhamel bestimmt werden. Fiir den station&en 
Vorgang empfiehlt sich jedoch die Synthese der 
Liisung aus harmonischen Schwingungen. Be- 
zeichnet 19~ den Mittelwert und & die gesuchte 
Temperaturverteilung fiir die Gastemperatur der 
Schwingungsdauer T bzw. der relativen Schwin- 
gungsdauer TO = (240) = (a/R2)T: 

0 = & + A . exp [- icoT], (21) 

dann liefert der Ansatz 

19~ = 19~ + A . P(p) . exp [ - 

die Besselsche Differentialgleichung 

P” + ‘,P’ + iwP = 0 

iCOT] 

(22) 

mit der fiir p -+ co verschwindenden Losung 
Hf)(2/i pd/w). Der multiplikative Faktor wird 
wieder aus der Randbedingung an der Zylinder- 
wand errechnet und liefert damit 

19~ = i& -t A . A, . A, . exp [- iwT] (23) 

mit 

(24) 

Stellt man die komplexen Zahlen A, und A, 
durch die Betrage A,, A, und durch die Winkel 
I/I,. 4, dar, dann lasst sich (23) in der Form 
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~‘3~ = 8, + A . A,. A,, . exp [ - i(wr Die Ausdriicke fur IJ~, A,, und $, sind identisch 

- +I, - +,)I (25) 
mit der entsprechenden Losung fur den Halb- 
raum p Y 1, die Amplitude ist mit dem Faktor 

schreiben. Die von der radialen Entfernung P -i versehen. Fur grosse radiale Entfernungen 
abhangige Amplitude A, und die Phasenver- p gilt analog 
schiebung #,, sind in Abb. 2 und 3, die von der 
Nusseltzahl u abhangige Amplitude A, und log A, m - + log p - (w/2)$ p + Cl 
Phasenverschiebung I/, sind in Abb. 4 und 5 
dargestellt. 

& = (w/2)* p + ca (28) 

Bei kurzperiodischen Schwingungen kiinnen 
A, und A,, wegen der asymptotischen Darstellung wobei cl und c2 nur von w abhtingen. 

(14) aus Werden wie in (20) die Grossen p und u 
sowie 70 = (a0/3~/4)T benutzt, dann stellt (25) 

A, N ’ dp exp K4Y (P - 1) 6 - ])I (26) 
das Eindringen einer harmonischen Temperatur- 
welle in den Halbraum y > 0 bei linear zuneh- 

A= N _____“_____ 
u + (w/2)* (1 - i) 

mender Warmeleitzahl (18) unter Berticksichti- 
gung einer Warmetibergangszahl an der Grenze 
des Mediums dar. 

berechnet werden. Damit ergeben sich die 
Naherungsformeln 

4. TEBIPERATURVERTEILUNG IN 

1 
A, m TPexp [-- @J/Q* (P - l)ly 1 STRiSlMUNGSRICHTUNG 

1 

Die im Abschnitt 2 angegebene Losung gilt 

*p M (w/2)* (P - 1) 
fur eine zeitlich konstante Gastemperatur 80. 
Nun tritt jedoch Iangs des Gasweges aufgrund 

CT - 7/&Lq$qq7737 

(27) 
A 

des Warmestroms aus dem umgebenden Medium 

1 eine Erhohung der Gastemperatur auf [8]. 1st 

(w/2)* 4, = arctan ____-- 
IJ + (w/2)4 J 

der Massendurchsatz M, die spezifische Warme 
des Gases c,, dann gilt ftir die Temperatur- 
erhohung in Richtung des stromenden Gases 

-0 7 L”4p 2 

APB. 2. Amplitude einer harmonischen Temperaturwelle in Abh%&keit van p und TO. 
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ABB. 3. Ph~nve~hiebung einer harmonischen Temperaturwelle in Abhgngigkeit von p und 70. 

J_u- L-_ _. 1 --u_.J_ *.- / 1 I I 

7 D 

ABB. 4. Amplitude einer hannonischen Temperaturwelle in Abh~n~gkeit von = und 70. 
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ABB. 5, Phasenversehiebung einer harmonischen Temperatunwlle in Abhringigkeit van 

\ 

%- 

145 

ABB. 6, Temperaturvetteilung Kings des Gaswep f& 7 = IO, u = 5. 
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(z-Richtung) mit guter Naherung: 
I . 

if! = ycairzli _ @), 
t3Z (29) 

exp - 
I 

ia& ~~I)(~~~) 

Fiir eine zeitlich konstante Gastemperatur am - 
aH$j(it/p) + iy’p Hjl)(il/p) 

. 5 

.- 1 (32) 
Eintrittsort z = 0 

oHf)(iy/p) -I- ii/p Hil)(idp) 

0 = 00 Rir z = 0, t > 0, Das Umkehrintegral Iiefert die Temperatur- 

ergibt sich bei Benutzung der relativen Gas- 
verteilung 

temperatur 

+$r,” 
* 0 

und der dimensionslosen Entfernungsvariablen 

27rh 
5=cMZ 

P 
exp - 

bei Vernachhissigung des axialen W&met? usses I Y 

us + vs 
x5 - x% 1 dx (33) 

im umgebenden Medium die relative Temperatur 
x aus folgendem System mit den zugehiirigen 

mit 

Bedingungen : x = Jo(p) . u + No( px) . v 

ax _ a3 1 ax 
aT-@+6& tP> I) 1 Y = A(x) * u -t- Nl(X) . v# 

x=0 

x+0 

fiif 7 = 0 

fiir p -+ co 

I In Abb. 6 ist ein Beispiel fur D = 5, 7 = 10 
dargestelh. Die Isothe~enfl~chen haben nahezu 
die Form von Kreiskegein. 

ax - = u& - 4) 
ap 

fur p = 1 

$=l fiir 5 = 0, T > 0 J 

Stellt 4 die Laplacetransformierte von + dar, 
dann ergeben die ersten vier Bedingungen im 
Unterbereich die zu (9) analoge Liisung 

Mit Hilfe der Differentialgleichung fiir 4 als 
Funktion von 5 sowie der Anfan~bedingung fur 
1 = 0 [die letzten beiden Bedingungen in (30)], 
hisst sich daraus ji bestimmen. Insgesamt erhllt 
man 
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Abstract-Some results are gven for the solution of the heat-conduction equation for a medium 
bounded internally by a cylinder, under the assumption of cylindrical symmetry. Diagrams are 
presented for the cases of constant and periodically varying tem~rature of the gas within the cylinder. 
The temperature dist~bution parallel to the axis can be estimated approximately. The results are ako 
useful for obtaining the temperature distribution in a half-space with conductivity increasing linearly. 

Resume-La solution de I’tquation de la chaleur est don&e a l’exterieur d’un cylindre en supposant 
une symetrie cylindrique. Quelques diagrammes sent present& pour une temperature du gaz dam le 
cylindre constante ou periodique. La distribution axiale de temperature peut etre determinie de faGon 
approchee. Les resultats peuvent etre appliques a un demi-espace avec une conductivite thermiqce 

augmentant lineairement avec la tote. 


